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Abstract 
This article aims to introduce the recent results about computing the volume of the high-dimensional 
polytopes. Before the results, we go through the basic definitions. Then, we introduce the recent results 
about the approximation algorithm for the volume of the knapsack polytope and its dual. At the end of 











の面の数を𝑎𝑎𝑎𝑎1, 𝑎𝑎𝑎𝑎2, … , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛とする．さてこれらのダイスそれぞ
れは各面が同じ確率で出るとして（「一様に分布している」
という），これらのダイスを全部一度に振って，出た目の合
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. 計算量クラス  















































































































Pr[𝑋𝑋𝑋𝑋 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥]  = �0 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 0𝑥𝑥𝑥𝑥 0 < 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 11 1 < 𝑥𝑥𝑥𝑥  
3.3. 確率変数の独立性 
二つの確率変数𝑋𝑋𝑋𝑋,𝑌𝑌𝑌𝑌があるときに，任意の二つの実数𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑦𝑦𝑦𝑦

















つまり，𝑥𝑥𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛が全て実数であるとすると，その𝑛𝑛𝑛𝑛項組(𝑥𝑥𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛)が一つの点であり，全ての実数の組み合わせ
について，この点の集合を𝑛𝑛𝑛𝑛次元空間と定義する．例えば













考える．実数の定数ベクトル𝒂𝒂𝒂𝒂 = (𝑎𝑎𝑎𝑎1, 𝑎𝑎𝑎𝑎2, … ,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛) ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑛𝑛𝑛𝑛と実数
𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅に について，𝒂𝒂𝒂𝒂 ⋅ 𝒙𝒙𝒙𝒙 ≤ 𝑏𝑏𝑏𝑏を満たすような点𝒙𝒙𝒙𝒙 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑛𝑛𝑛𝑛の集合，
つまり{𝒙𝒙𝒙𝒙 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑛𝑛𝑛𝑛 |𝒂𝒂𝒂𝒂 ⋅ 𝒙𝒙𝒙𝒙 ≤ 𝑏𝑏𝑏𝑏 }を𝑛𝑛𝑛𝑛次元の半空間と呼ぶ．𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2の
場合，平面上を直線𝒂𝒂𝒂𝒂 ⋅  𝒙𝒙𝒙𝒙 = 𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑥𝑥2 = 𝑏𝑏𝑏𝑏で区切られる二
つの領域のそれぞれを半空間と呼ぶ．また，半空間の境目
































くことにする．例えば上述の V-多面体を表記する場合にはconv({𝑣𝑣𝑣𝑣1, 𝑣𝑣𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑁𝑁𝑁𝑁})と書ける． 
さて，V-多面体は H-多面体に書き直すことができる．
𝑣𝑣𝑣𝑣1, 𝑣𝑣𝑣𝑣2, … , 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑁𝑁𝑁𝑁のうち適当な𝑛𝑛𝑛𝑛個を選ぶと，それらを含む超平













番目の座標だけ 1 で他は全て 0 である点とする．すると，
原点𝟎𝟎𝟎𝟎 = (0,0, … ,0)および𝐞𝐞𝐞𝐞1, … , 𝐞𝐞𝐞𝐞𝑛𝑛𝑛𝑛の𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1点の凸包を考える
と V-多面体であり，このように𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1頂点で与えられる多面
体をシンプレックスと呼ぶ．この V-多面体の面は，原点と
𝐞𝐞𝐞𝐞1, … , 𝐞𝐞𝐞𝐞𝑛𝑛𝑛𝑛から一つだけ点を除いたものの凸包と，それから
𝐞𝐞𝐞𝐞1, … , 𝐞𝐞𝐞𝐞𝑛𝑛𝑛𝑛の凸包である．それらの面は𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛𝑛𝑛についてconv({0,𝐞𝐞𝐞𝐞1, … , 𝐞𝐞𝐞𝐞𝑛𝑛𝑛𝑛} ∖ {𝐞𝐞𝐞𝐞𝑖𝑖𝑖𝑖}) およびconv({𝐞𝐞𝐞𝐞1, … ,𝐞𝐞𝐞𝐞𝑛𝑛𝑛𝑛})と書くこ
とができる．𝑛𝑛𝑛𝑛個の頂点を通る超平面は𝑎𝑎𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛および𝑏𝑏𝑏𝑏を
未知数として，超平面の方程式に各点の座標を代入した連
立方程式を解くことで得られるが，𝑏𝑏𝑏𝑏 = 0の場合と𝑏𝑏𝑏𝑏 ≠ 0の
場合に分けて考えると未知数を一つ減らして平面の方程式
を得られる．𝑏𝑏𝑏𝑏 = 0の場合には求める超平面は原点を通るた
め，未知数は𝑎𝑎𝑎𝑎1, … , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛の𝑛𝑛𝑛𝑛個である．また，𝑏𝑏𝑏𝑏 ≠ 0の場合には
𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑥𝑥1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑏𝑏𝑏𝑏の両辺を𝑏𝑏𝑏𝑏で割って，未知数は𝑎𝑎𝑎𝑎1/
𝑏𝑏𝑏𝑏, … , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛/𝑏𝑏𝑏𝑏の𝑛𝑛𝑛𝑛個である．すると，例のシンプレックスの面
を含む超平面の方程式として，𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0 (𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛𝑛𝑛𝑛)および





多くなることがある．例として，正軸体という多面体は，2𝑛𝑛𝑛𝑛個の点±𝐞𝐞𝐞𝐞1, … , ±𝐞𝐞𝐞𝐞𝑛𝑛𝑛𝑛の凸包つまりconv({±𝐞𝐞𝐞𝐞1, … , ±𝐞𝐞𝐞𝐞𝑛𝑛𝑛𝑛})であ
る．正軸体の面を考えると，多面体の内部と外部を分ける
面であるには，±𝐞𝐞𝐞𝐞1, … , ±𝐞𝐞𝐞𝐞𝑛𝑛𝑛𝑛のうち𝑛𝑛𝑛𝑛個の凸包であることと
逆符号の頂点𝐞𝐞𝐞𝐞𝑖𝑖𝑖𝑖と−𝐞𝐞𝐞𝐞𝑖𝑖𝑖𝑖  (𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛)を同時に含まないことが

















シンプレックスconv({0,𝐞𝐞𝐞𝐞1, . . . , 𝐞𝐞𝐞𝐞𝑛𝑛𝑛𝑛})の体積は1/𝑛𝑛𝑛𝑛!と等しい
ことが確認できる．また，任意の𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1点𝒂𝒂𝒂𝒂0,𝒂𝒂𝒂𝒂1, . . . ,𝒂𝒂𝒂𝒂𝑛𝑛𝑛𝑛の凸包
として与えられるシンプレックスconv({𝒂𝒂𝒂𝒂0,𝒂𝒂𝒂𝒂1, . . . ,𝒂𝒂𝒂𝒂𝑛𝑛𝑛𝑛})の体
積は，𝒂𝒂𝒂𝒂1 − 𝒂𝒂𝒂𝒂0, . . . ,𝒂𝒂𝒂𝒂𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝒂𝒂𝒂𝒂0を並べてできる𝑛𝑛𝑛𝑛 × 𝑛𝑛𝑛𝑛行列𝐴𝐴𝐴𝐴の行列
式を用いて|𝐴𝐴𝐴𝐴|/𝑛𝑛𝑛𝑛!である．この計算には多変数の変数変換の
公式を用いる．正軸体conv({±𝐞𝐞𝐞𝐞1, . . . , ±𝐞𝐞𝐞𝐞𝑛𝑛𝑛𝑛})の体積を求める






ベクトル𝒂𝒂𝒂𝒂 = (𝑎𝑎𝑎𝑎1, 𝑎𝑎𝑎𝑎2, . . . , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛) ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑛𝑛𝑛𝑛 と実数𝑏𝑏𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅が与えられる
とき，ナップサック多面体は{𝒙𝒙𝒙𝒙 ∈  [0,1]𝑛𝑛𝑛𝑛| 𝒂𝒂𝒂𝒂 ⋅ 𝒙𝒙𝒙𝒙 ≤ 𝑏𝑏𝑏𝑏} である．
#P-困難性の証明は Dyerと Frieze [6]によるもので，この
体積が正確に計算できると，ナップサック問題という NP-
完全問題の解の数がわかるというものである．ナップサッ








様分布に従う互いに独立な確率変数𝑋𝑋𝑋𝑋1, . . . ,𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛を用いて，ナ
ップサック多面体の体積が確率Pr[𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑋𝑋𝑋𝑋1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑋𝑋𝑋𝑋𝑛𝑛𝑛𝑛 ≤ 𝑏𝑏𝑏𝑏]と
等しいことを利用する．そこで不等式の左辺にて 1番目か
ら𝑖𝑖𝑖𝑖番目までの和が𝑏𝑏𝑏𝑏以下である確率を表す関数Φ𝑖𝑖𝑖𝑖  (𝑏𝑏𝑏𝑏)を
Φ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑏𝑏𝑏𝑏) = Pr[𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑋𝑋𝑋𝑋1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑋𝑋𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤ 𝑏𝑏𝑏𝑏]と定義すると，確率変数の
和の分布関数を求める際の公式を用いて， 
Φ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑏𝑏𝑏𝑏) = Pr[𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑋𝑋𝑋𝑋1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑋𝑋𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖+1 ≤ 𝑏𝑏𝑏𝑏] = �Pr[𝑎𝑎𝑎𝑎1𝑋𝑋𝑋𝑋1 + ⋯  + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑋𝑋𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖 ≤  𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑠𝑠𝑠𝑠]𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠  
= �Φ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖+1𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑠𝑠𝑠𝑠)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑠𝑠𝑠𝑠  
と書ける．ただし，𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑠𝑠𝑠𝑠)は一様分布の確率密度関数である． 
このΦ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑏𝑏𝑏𝑏)が𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1, . . . ,𝑛𝑛𝑛𝑛について𝑛𝑛𝑛𝑛の多項式時間で計算で
図 1. 2次元および 3次元のナップサック多面体の例 




















の体積を求める問題である．𝑛𝑛𝑛𝑛次元整数ベクトル𝒂𝒂𝒂𝒂 =(𝑎𝑎𝑎𝑎1, 𝑎𝑎𝑎𝑎2, . . . , 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑛𝑛𝑛𝑛) ∈ 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑛𝑛𝑛𝑛が入力として与えられるとき，幾何双対









𝐾𝐾𝐾𝐾∗ = {𝑦𝑦𝑦𝑦 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑛𝑛𝑛𝑛 |∀ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐾𝐾𝐾𝐾, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ⋅ 𝑦𝑦𝑦𝑦 ≤ 1} 
ということである．例えば，ハイパーキューブ[−1,1]𝑛𝑛𝑛𝑛の幾
何双対は正軸体conv({±𝐞𝐞𝐞𝐞1, . . . , ±𝐞𝐞𝐞𝐞𝑛𝑛𝑛𝑛})であり，ハイパーキュ








まず，図 2 のように正軸体を少しずつ縮小しながら点 a
に向かって並べることを考える．実際にはあるパラメータ





















得られる．詳しく言うと，中心座標𝒄𝒄𝒄𝒄 = (𝑐𝑐𝑐𝑐1, . . . , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑛𝑛) ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑛𝑛𝑛𝑛で半
径𝑟𝑟𝑟𝑟の正軸体は 
�𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑛𝑛𝑛𝑛  � �|𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖|𝑛𝑛𝑛𝑛
𝑖𝑖𝑖𝑖=1
























図 2 幾何双対多面体(2次元)と正軸体の無限列 
𝒂𝒂𝒂𝒂 







ℓ:𝐸𝐸𝐸𝐸 ↦ 𝑅𝑅𝑅𝑅，出発地点𝑠𝑠𝑠𝑠, 目的地 t が問題として与えられる 
























辺𝑒𝑒𝑒𝑒 ∈ 𝐸𝐸𝐸𝐸について0 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒 ≤ 1，始点𝑠𝑠𝑠𝑠から終点𝑡𝑡𝑡𝑡までの全ての







布関数は1 − Pr[𝑋𝑋𝑋𝑋 + 𝑍𝑍𝑍𝑍 > 𝑏𝑏𝑏𝑏 ∧ 𝑌𝑌𝑌𝑌 + 𝑍𝑍𝑍𝑍 > 𝑏𝑏𝑏𝑏]であるが，これはち
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